Unidad 6: Introduccién a las integrales multiples

“Las cosas de este mundo no pueden
darse a conocer sin el conocimiento de las matemadticas”
Roger Bacon, matematico y cientifico

Ingresos promedio de una armadora de vehiculos en México

Figura 1. La pujante industria automotriz en México

Segn la Asociacion Mexicana de la Industria Automotriz (AMIA), México logré
incrementar su produccién y exportacion de vehiculos durante el mes de febrero de 2017, al
incrementar 11.1% y 9.7% en estos rubros, respectivamente; por lo que, pese a las vicisitudes
que afronta el pais con relacion a su economia y la presion politica del vecino pais del norte,
Meéxico sigue bien posicionado sobre una industria de la que ha echado mano desde hace
varios afos para fortalecer su economia.

Como es sabido existen diversas firmas automotrices de competencia internacional que se
han interesado en México dada su calidad y ventajosa ubicacién geogréfica. Sin entrar en
nombres particulares, una empresa coreana recientemente ha logrado posicionarse en el
mercado nacional con una campana agresiva de ventas que incluye mercadotecnia, calidad,
servicio y precios muy competitivos dentro de un mercado en el que incluso ha desplazado
ya a otras marcas bien establecidas y con un alto arraigo en México.

Un modelo subcompacto de esta marca (no identificada con toda intencion) esta haciendo
algunas consideraciones en cuanto al precio de introduccién y su estimacion de ventas en el
lapso de su primer afio en el mercado. Su analisis para el precio de introduccion debe
comparar por supuesto lo que ya existe en el mercado y su proyeccion en lo que toca a la
demanda esperada. Supongan que la decision para fijacion del precio de esta submarca oscila
entre 147 mil pesos y 156 mil pesos.



Sin dudar, una camparia de introduccién al mercado implica largas horas de trabajo y analisis.
Supongan también que el departamento de mercadotecnia tiene estimada la demanda
(obviamente como funcion del precio de venta) y que ésta queda determinada entre g =
5000 — 0.02p & g = 7000 — 0.03p. Notese que ambas cantidades: precio y demanda
contemplan niveles de incertidumbre. La pregunta que deseamos proponerles es la siguiente:
¢ Cudl es el posible ingreso promedio que esta compafiia podria esperar durante su primer afio
de operaciones en el mercado para esta submarca?

(Nota: se entiende que una de las dificultades inherentes al planteamiento y analisis de una
situacion como ésta radica en el hecho de que no hay acceso privilegiado a los datos de la
empresa, por esta razon las cantidades se han establecido sobre el conocimiento somero que
las propias empresas llegan a hacer publico). Les pedimos que en equipo, revisen y trabajen
sobre la siguiente guia de solucion.

A) ¢Qué unidades deben tener los factores 0.02 y 0.03 de las cantidades g que se han
indicado?

B) En general, ;como se calculan los ingresos de una empresa?, ¢qué factores
intervienen? Interpreten el tipo de la informacion, ¢por qué consideran que se podria
poseer de esta manera y no con valores especificos para precio y demanda?

C) Escriban a nivel de desigualdades las condiciones indicadas para ventas y precios de
venta.

D) Recuerden: ¢cémo se obtiene el promedio de una funcién de una variable? Extiendan
este concepto para una funcién de dos variables.

E) Estimen el ingreso promedio esperado de esta empresa para el vehiculo subcompacto
que pretenden incorporar al mercado mexicano.

Solucién:

(Nota editorial: esta solucién es parte del texto correspondiente a la Unidad 6 y al problema
de inicio, sin embargo, éste no es necesariamente el lugar que debe ocupar. Se debe dar una
composicion final que corresponda al resto del libro).

A) Lavariable g se refiere a la cantidad de vehiculos que se pronostica se han de vender,
mientras que p es el precio de venta unitario. Por lo tanto, para que haya
correspondencia dimensional entre ambas cantidades, los factores 0.02 y 0.03 deben

. . unidades
estar dimensionalmente en [—]
pesos

B) Los factores que intervienen en el calculo de los ingresos son, por supuesto, precio
de venta por unidad: p, y la cantidad de unidades vendidas, g. Por lo tanto, la funcion
de ingresos es:

1(p,q) =pq

Lo interesante de la situacion planteada radica en el hecho de que ambos factores son



inciertos pues se trata de una empresa que no sabe a ciencia cierta la respuesta de un
mercado tan competido como lo es el de autos subcompactos. Esta incertidumbre se
aprecia en la forma en que son descritas ambas variables p, g; ambas se han indicado,
no con valores Unicos y especificos sino dentro de un rango de valores que dejan ver
la fluctuacion de las posibilidades para ambas cantidades. La region de posibles
valores parap & q se muestra en la siguiente figura:

7 (miles de unidades)

]

g=7000-003p

g=5000-0.02p

oy

e 56 P (miles de pesos)

Figura 2. Regi6n de posibles valores de las variables p, q
C) De acuerdo con la informacion:
147000 < p < 156000
5000 - 0.02p <q<7000—-0.03p

D) Recordamos que el promedio de una funcidn f en un intervalo cerrado [a, b] esta
dado por (ver primeras unidades del libro):

_ 1 (b
flap) = m[a f()dx

Extrapolando esta definicion para una funcion de dos variables, definimos el
promedio de una funcion z = f(x, y) definida sobre una region R como:

fa= j f(,y) dx dy

area(R)

E) Hacemos el célculo indicado en el inciso anterior. Determinamos en primer lugar el
area de la region, tenemos:

156000 ~7000-0.03p
area(R) = ﬂ 1dA =J f dqdp;
R 1 5

47000 000-0.02p



156000
area(R) = j‘ [(7000 — 0.03p) — (5000 — 0.02p)] dp;
147000

156000
area(R) = f (2000 — 0.01p)dp = 4.365 x 10°

147000

Ahora, calculamos [f, I(p, q)dpdq. Tenemos:

156000 7000-0.03p
f f I(p,q)dpdq = f f pq dq dp;
R 147000 5

000-0.02p
156000 2
pq
f f I(p,q)dpdq = j (—2
R 147000

1 (156000
jf 1(p,q)dpdq =-—Jn [p(7000 — 0.03p)? — p(5000 — 0.02p)?]dp
R 147000

g = 5000 — 0.02p

q = 7000 — 0.03p>d .

2

Al calcular esta integral, obtenemos:

ff I(p, 9)dpdq ~ 1.46334 x 1015
R

Por lo tanto:
— 15
[=12833%X0 7 _ ¢ 335 244,000 : Ingreso promedio esperado en el primer afio
4.365x10°

Introduccion

Durante las primeras unidades hemos considerado las generalidades del proceso de
integracion en una variable. Ahora, nos adentraremos en el calculo de integrales multiples.
El caso presentado en la introduccion de esta unidad es una de las tantas posibles aplicaciones
que se le podrian dar a esta teoria. Abordaremos en primer lugar el tema del calculo de
integrales dobles. Lo haremos a partir de un resultado que se atribuye al matematico italiano
Guido Fubini. A través del teorema que lleva su apellido, plantearemos el calculo de las
integrales maltiples por medio de las llamadas integrales iteradas, éstas no son otra cosa que
integrales tal y como las que se han estudiado en las unidades anteriores sobre una variable.
En efecto, una idea central en el célculo de varias variables tanto en derivacion como en
integracion consiste en variar una variable a la vez. Esta concepcidn nos permitirad contemplar
a las demas variables como si se tratase de constantes. Tal es la idea basica en el proceso de
integracion. En realidad, es ésta la razén por la cual en integracion multiple no existe el
concepto de integral indefinida, por lo tanto, las Unicas integrales que tienen sentido en lo
que sigue seran las integrales multiples definidas y determinadas por una region de
integracion.



Se observard que en la medida que avancemos; como
estrategia general, al integrar, nos cuestionaremos sobre
las dos preguntas cruciales de esta unidad, a saber: ¢qué
integrar?, ;donde integrar? De acuerdo con esto, parte de
las técnicas nuevas que deberan estudiarse tienen que ver
no con técnicas de integracion que dicho sea de paso aqui
propiamente no existen (lo que se tiene para una variable
es mas que suficiente). Las técnicas aqui tienen que ver
ante todo con la geometria de las superficies y sus
proyecciones hacia las regiones de integracién. Por lo
tanto, trabajaremos sobre descripciones, sobre todo de la
region de integracion, porque éstas seran el pilar para el
planteamiento correcto de las integrales multiples. En lo
que toca a las aplicaciones, éstas se enfocaran
primordialmente al calculo de volumenes, areas y una
aplicacion de la estatica: el calculo de masas y centros de
masa.

Figura 3. Guido Fubini

Objetivos
Al terminar esta seccion seras capaz de:
a) Comprender los aspectos esenciales de los que se compone una integral maltiple.
b) Aplicar el teorema de Fubini para calcular integrales doble y triple.
c) Aplicar las ideas de seleccion de orden e intercambio de limites de integracion como
técnicas estandar para evaluar integrales multiples.
d) Aplicar integrales multiples al cdlculo de &reas, volumenes, masa y centro de masa.
e) Usar las ideas de la integral doble como extension para integrales triples.

Integral doble

En un acercamiento por demas intuitivo, veremos cdmo se genera la idea de una integral
doble. Una réplica de la idea de sumas de Riemann para funciones de dos variables se
apreciaria como en la siguiente figura.

Figura 4. Aspecto general de la sumas de Riemann



Una superficie z = f(x,y) y el plano xy, delimitan un s6lido como se muestra en la Figura
4. Como puede apreciarse, los subintervalos de los que hablamos en integracion de una
variable, ahora se han convertido en subrectangulos que dividen la proyeccion de la
superficie sobre el plano xy; una regién plana que de aqui en adelante indicaremos como R.

Intuitivamente, el volumen total puede aproximarse si sumamos los volimenes de todas estas
columnas bajo la superficie mostrada (algunas columnas podrian tener una altura que
sobrepase la superficie). A su vez, cada volumen se calcularia simplemente multiplicando la
altura de cada columna por el area de su base, un area que se indica simbdlicamente como
dxdy, 0 bien dA.

De manera mas precisa:

Figura 5. Division en subrectangulos. La idea de las sumas de Riemann para la integral definida

Si se desea determinar el volumen limitado por la region R del plano xy y la superficie
z=f(x,y) =0, éstees:

k
V = lim Zf(xl,yl)AAl
i=1

|P|-0

Donde el sentido del simbolo |P| — 0 es tan simple como que las bases de cada uno de los
subrectangulos se hacen cada vez mas pequefias. Si este limite existe, definimos esta

expresion como la integral doble de f(x, y) sobre la region R. Es decir,

V= reeyan= Hl,ilrgoiﬂxi,yimm
R i=1

En el primero de nuestros Ejemplos, expondremos estas ideas fundamentales desde una
perspectiva que combine sumas de Riemann con una idea de Fubini: proporcionar cierto
orden a la suma anterior que nos permita considerar la variacion de una sola variable a la vez.



Célculo de Volumenes. Ejemplos

Ejemplo 1. (Teorema de Fubini: Integracion iterada)
Calcula el volumen limitado por la interseccion de los cilindros:

x2+y2=a?&x*+z%>=a?
Solucién:
La figura tridimensional limitada por estos cilindros no es sencilla. Su aspecto es tal como se
muestra en las siguientes figuras 6, 7 y 8.

Figura 6. Interseccion sin recortes de la interseccion de dos Figura 7. Interseccion de dos cilindros con el recorte de los
cilindros excedentes

05

!

Figura 8. Aspecto de la interseccion de los cilindros en el primer octante x,y,z > 0

Plantearemos el calculo de su volumen, a partir de la simetria que guarda la figura con
respecto al origen, consideraremos Unicamente el primer octante que corresponde a la zona
tridimensional donde x,y & z > 0.

La idea es “saturar” la region acotada con elementos de division al estilo de la idea de
Riemann (recuerda, sélo estamos considerando el primer octante). Lo haremos de forma
ordenada, primero un paralepipedo “alargado” que constituira una “columna” después, a



partir de ésta, apilaremos columnas a lo largo del eje “y” para formar una “pared” paralela al
plano “yz”, luego tomamos estas “paredes” para acomodarlas una tras otra a lo largo del eje
“X”,

Recuerda que en el caso de una variable, se divide el dominio de integracion mediante
subintervalos. Copiaremos la idea solo que ahora los subintervalos seran subrectangulos de
area dA = dxdy. Una columna de este tipo tiene un volumen dV igual a:

dV = altura » dxdy

Ahora bien, la altura, de acuerdo a la Figura 8 queda determinada por la variable “z”. De
hecho, ésta es una variable que va del plano xy, donde z = 0 al valor “z” de la superficie que
limita superiormente al sélido. Este valor “z” debe provenir ni mas ni menos que de la
superficie x? + z? = a? (la ecuacion de la otra superficie ni siquiera contiene “z”). Claro,
sera indispensable despejar la variable de interés, esto es, la variable “z” de la ecuacion
indicada. Al despejar, hallamos:

z = ++ya? — x2

Como estamos interesados solo en el primer octante, en realidad nos quedamos con z =
Va? — x2. De esta forma, el volumen de la columna es:

dV =+a? —x?dxdy

No pierdas de vista que la idea es saturar el sélido, interseccion de los dos cilindros, con
columnas donde la “saturacidon” se esta llevando a cabo con cierto orden. De manera mas
concreta, una vez establecida la primera columna, ahora formaremos una “pared” de
columnas que sera paralela al plano “yz”. El volumen de la pared es la suma de los voliumenes
de las columnas, éstas empiezan en el plano “xz” donde y = 0 hasta la curva que limita al
sdlido sobre el plano “xy”, esta curva es la que corresponde al cilindro x? + y2 = a?. Notaras
que toda vez que busquemos informacion para limitar la variacion de alguna de las variables,
es imprescindible que esta variable esté despejada. Por lo tanto, en este caso, despejamos a
la variable “y”. Tenemos:

y =+ a? — x?

Donde, como antes, en el despeje de la variable haremos caso omiso del signo negativo
porque estamos trabajando en el primer octante. De esta forma, el calculo del volumen de la
“pared” mencionada es:
VaZ—x?
volumenpared = f va? —x?dydx
0

Necesitamos comentar algunos principios generales que refuerzan el planteamiento de este
tipo de integrales:



A) Los limites de integracion deben ser “constantes” para la variable en turno. Por lo
tanto, aunque parezca que el limite superior de la ultima integral es una variable (por
la presencia de la “x”), esto no es asi; para la variable de integracion en turno, la
variable “y”, éste limite superior es constante.

B) De acuerdo a lo que se indico en el inciso A) anterior, aunque la curva:
y =+/a? — x2

Tiene como equivalente la expresion x = \/a? — y2, ésta no podria colocarse como
limite superior de la ultima integral porque al hacerlo queda “y” y ésta es nuestra
variable de integracion, asi el limite superior no seria constante.

C) En cada caso, cuando se piense en la variacién de cualquiera de las variables en un
proceso de integracion maultiple, esta variacion debera considerar una variacion que
va del menor al mayor valor.

D) La integral que establece el calculo de la pared referida contempla en sus limites de
integracion, dos dimensiones. Lo que se aprecia con mas claridad por la presencia de
la literal “x”. Cuando pasemos a la siguiente etapa, la Gltima integral por resolver
deberé ser pensada en una dimension. Por lo tanto, no podra exhibir variable alguna,
ni en el limite inferior ni en el superior. Los Unicos limites posibles deberan ser
constantes. No pierdas de vista que “a” es una constante, desconocida cierto, pero
constante a final de cuentas.

Siguiendo con nuestra idea de “saturar” con columnas el sélido cuyo volumen deseamos,
ahora apilaremos paredes una tras otra a lo largo del eje “x”. Esto nos llevaréa intuitivamente
a sumar los volimenes de las paredes que cubren la totalidad de la zona en el primer octante.
Esto se hara indicando una variacion a 1 dimension de la variable faltante. Como ya variamos
“y”, ahora le toca turno a la variable “X”, su variacion se puede apreciar sobre el mismo eje
“X”, y ésta es vade x = 0 hasta x = a. Por lo tanto, el volumen buscado en el primer octante
es:

vaZz-x

a pVa?-x2 a 2
V, = Voloctante = J j va? —x?dydx = f f va? —x?dy |dx
0o Jo o \Jo

La forma en la que hemos acomodado las integrales nos permitira ver que se trata de un
proceso que implica dos integrales semejantes a las que hemos trabajado ya en las primeras
unidades. La primera, encerrada en el parentesis, se realiza con respecto a la variable “y”, en
¢ésta, no lo olvides, la “variable X” serd considerada como constante. Después, en una
siguiente integral, integraremos con respecto a la variable faltante “X”. Estas dos integrales,
insistimos, se calculan tal y como lo hicimos en las primeras unidades se llaman integrales
iteradas. Por lo tanto, calcular una integral maltiple (porque la idea se puede extender a
mayor nimero de dimensiones) se reduce al calculo de tantas integrales iteradas como
dimensiones estén en la consideracion de nuestros calculos. Esto es la esencia del llamado



teorema de Fubini para integracién maltiple. Ahora, estamos listos para completar nuestros
calculos:

va2-x2

a va?-x? a
V= J. f Va?z —x?dy |dx = f va? —x? f dy |dx
o \Jo 0 0

Notaras que la expresion va? — x? sali6 de la primera integral porque se le puede interpretar
como constante en la primera integral en la cual, la variable que esté variando es “y”. Esto
nos deja una ensefianza: si la primera integral se hubiese planteado para ser calculada con
respecto a la “X”, entonces este ultimo paso no se hubiese podido realizar (para este orden se
requiere sustitucion trigonométrica, ver nota A) mas adelante). Un aspecto de la integracion
maltiple es que debemos ser cuidadosos con la mejor forma de iniciar el proceso. Para una
misma integral doble existen dos formas de desarrollo, es frecuente que una sea sencilla
mientras que la otra podria ser mucho muy complicada o inclusive imposible, en términos de
las funciones elementales con las que hemos trabajado en este libro. Al hacer los célculos de
las integrales iteradas, obtenemos:

1/a2_x2

a
V1=f\/a2—x2 j
0 0

a
dy |dx =j Jaz — x2 (y|ga2-x2)dx;
0

/4 =J;)a\/a2—x2 (\/az—xz)dxzfoa(az—xz)dx;

1
V1=a2X|8——X3|a 3 —

3
Para completar, recordemos que este calculo corresponde al volumen solo del primer octante,

por lo tanto, el volumen total V' es:

2a3 16a® o
V=8V, =8 == 3 unidades cubicas

Aprovechamos el Ejemplo 1 para realizar las siguientes apreciaciones:
NOTA:

A) Como hemos dicho, es posible dar un planteamiento alternativo. En este caso,
tenemos:
a a2-y?2
4 =f f a? — x%dx | dy
0 0

Podras observar que se han respetado también aqui los principios indicados con
anterioridad para el planteamiento de las integrales iteradas, sin embargo, la situacion



ahora no es tan simple como lo fue el planteamiento anterior. Ahora, la primera
integral requiere de sustitucion trigonométrica y no sélo de “sacar” la expresion de la
integral como ocurrié con anterioridad. Esto refuerza el hecho de que este tipo de
integrales requerirdn un poco de reflexion para determinar el orden de integracion
mas conveniente.

B) Como indicamos con anterioridad, la forma habitual de expresar matematicamente
una doble integral es:

ff fx,y)dA = ﬂ £ e, y)dxdy

Simbolicamente entendemos que al escribir dA nos referimos también a dxdy. La
region de integracion R es en todo caso una proyeccion al plano “xy” de aquella zona
de la superficie que deseamos considerar. Algo importante por sefialar es que al
utilizar la nomenclatura indicada arriba, NO hay un orden de integracion establecido,
éste se genera solo bajo un esquema de integracion iterada.

C) Recordatorio. Lo que leeras a continuacion ya fue considerado en el libro. Por
claridad para este tema, te recordamos lo siguiente. De acuerdo al teorema de Fubini,
el proceso de célculo de una integral doble se realiza mediante integrales iteradas, la
situacion general puede ser descrita como sigue en dos CASOS:

CASO 1: Regiones Tipo I, la variable “y” esta despejada.

‘ [ ]

y=g(x) /

\

: y=nh(x)

x=a x=5b

Figura 9. Aspecto general de una regién Tipo |

La expresion general, para el calculo de una integral doble seria:

ff £ (e, y)dxdy = f b( g(x)f(x,y)dy>dx

h(x)
Sin orden de integracion Ya hay orden

CASO 2: Regiones Tipo 11, la variable “X” esta despejada.

El aspecto de una region de integracion Tipo Il es semejante al de la siguiente figura:



)
"

Figura 10. Aspecto general de una regioén Tipo 11

La expresion general, para el calculo de una integral doble seria en este caso como

sigue:
|| reomaa= | b(fh i:)f(x.y)dx>dy

Sin orden de integracion Ya hay orden

D) Como pudo apreciarse al calcular el volumen del sélido interseccion de dos cilindros,
imaginar (peor aun dibujar) podria ser una tarea complicada. Una posibilidad para
disminuir esta exigencia consiste en prestar atencion a la respuesta de las dos
siguientes preguntas: ¢qué integrar?, ¢donde integrar? Tener claridad sobre las
respuestas aligera sin duda el peso de la elaboracion de una figura tridimensional.

E) Aunque la integral doble puede tener diversas interpretaciones y usos dentro de la
matematica, fisica e ingenieria, su sentido basico (tal y como sucede con la

integracion en una variable y el calculo de areas), tiene como interpretacion bésica,
el calculo de volimenes. Se infiere del célculo del Ejemplo 1 que, en general:

V= j] (Zarriba - Zabajo) dx dy
R

Esto es, el volumen de un sélido limitado superiormente por zg, inqe = f1(x,y) €
inferiormente por z,p,qj, = f2(x,y) cuando el solido se proyecta sobre una region R
del plano “xy”.

Ejemplo 2. (Integral doble a través de la integracion iterada)

Integra f (x,y) = cos(x) cos(y) , sobre R = [O' g] X [O’ g]

Solucién:
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Figura 11. Aspecto de la superficie con ecuacion f(x,y) = cos(x) cos(y)
Integrando se tiene:

2

I =f f_cos(x) cos(y)dy\\ dx = fcosx fcos(y)dy\
o ) J

0 0

T
cosx [sen(y)]2dx =

s

I= cos(x) dx = [senx]g =1

O%Nm
O\Nlﬁ

Ejemplo 3.
Integra f(x,y) = 4x3 + 6xy? sobre R = [1,3] x [—2,1]

Solucion:

2o

s ]

\ JivF

Figura 12. Aspecto de la superficie con ecuacion f(x,y) = 4x3 + 6xy?

dx



Integrando respecto a y:

3

3
f f(4x3 + 6xy?)dy |dx = f[4x3y + 2xy3)1,dx
1 \-2 1

I= f(4x3(3) + 2x(9))dx

Integrando respecto a x:
3

I= f(12x3 + 18x)dx = [3x* + 9x?]3
I=3(81-1)4+9(9-1) =312
Ejemplo 4.
Calculal = f; foy(x + y)dxdy

Solucion:

Figura 13. Aspecto de la superficie involucrada en el calculo de la integral

Integrando respecto a x:
4

=ffy(x+y)dxdy J[x2+yx]0ydy
30

3

= j 2y*dy
3
Integrando respecto a y:



4

1—[2 2 _[2 3]4_74
y-ay 3}/ 5 3

3

Ejemplo 5. (Integracion con planteamiento via Region Tipo 1)

Calculal = ffR xy2dA; donde R es laregion en el primer cuadrante limitado por las curvas
y=vx ; y=x°
Solucién:
"
: !
A ~7
0.8 / ! ’

0.6 e y /

0.4 -+

0.0 il b o oS
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 L

) o
Figura 14. Aspecto de la region de integracion Figura 15. Aspecto de la superficie z = xy

En la Figura 14 se muestra la region de integracion, de donde deducimos:

x3 <y <ix

0<x<1
Integrando resulta:

1 Vx
I=f f xy2dydx

0 x3

1 I 1
3

xy 1[ 5

= _ d = — 5/2 _ 10d = —

0][3 e x 30(x x ) X 77



Ejemplo 6. (Integracion con planteamiento via Region Tipo 11)

Calculal = [f, (6x +2y*)dA; donde R es la region limitada por las curvas

x=y? ; x+y=2.

Solucién:
y
A
! /
0| : N - X
\ ! 2N\ 3
= | e S
\ !
~— \_ !
\\\\\\ \ )
-2 B R
Figura 16. Aspecto de la region de integracion Figura 17. Aspecto de la superficie z = 6x + 2y?

Sustituyendo x de la primera ecuacion en la segunda tenemos:

y’+y=2
De donde encontramos
y = —z;y =1
Entonces la regién de integracion (mostrada en la Figura 16) se describe como:

y?<x<2-y

Integrando resulta:
12-Yy

I=JJ (6x + 2y?) dx dy

-2 y2

1
2_
I= f(3x2 + 2y2x )yzy dy
22



1
I = f B2 —y)? +2y%(2 — y) — 3y* — 2y")dy
22

1
I = f(12 — 12y + 7y? — 2y3 — 5y")dy;
-2

7 1 !
T3 a4 a5 .
3y y:|_2’

=12y — 6y% + >

Ejemplo 7. (Seleccién adecuada del orden de integracion)

Como hemos indicado, el orden de integracion puede ser fundamental para el calculo de una
integral doble. En el siguiente ejemplo, un orden de integracion resulta cbmodo para llevar a
cabo el proceso. Intentar el célculo en orden inverso, no solo es dificil, es imposible en el
sentido de que no es posible acceder a una respuesta mediante las Ilamadas funciones
elementales. El ejercicio es el siguiente, calcular:

ﬂ eY*dA
R

Donde R es la region de integracion limitada por la recta y = x; el eje x y larecta x = 1.
Solucion:

La decision sobre la eleccidn de un orden de integracion adecuado se da casi siempre por una
consideracion simultanea de la region de integracion y la funcién que se integrard, sin
embargo, no hay en el fondo reglas infalibles para ello. jNo hay nada que sustituya la
practica! Para el caso presente, la region de integracion puede ser descrita con suma facilidad
tanto en formato de Regién Tipo | como del Tipo 1. Aqui, es determinante la expresion que
integraremos. La experiencia sobre integracion de una variable nos puede ayudar, en efecto,
tal como esta propuesta la integral no tiene un orden de integracién establecido, nosotros lo
elegimos. La decision se debe hacer sobre la facilidad (incluso factibilidad) para integrar:

JeY/xdx o bien er/xdy

En la primera de estas posibilidades, x es variable; en la segunda y es la variable. Solo que
resulta que en el primer caso, la integral es irresoluble en términos de funciones elementales,
mientras que la segunda es razonablemente sencilla, solo requerimos un cambio de variable.



Por lo tanto, nos decidimos por la segunda alternativa, lo que hace que la region se considere
del Tipo I. La siguiente figura muestra el planteamiento:

1 x
I = f (f eY/xdy> dx
o \Jo

[
[= =)

L)
[=0%

o
e

=1
[ ]

a3
0:2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 18. Descripcion de la region del Ejemplo 7, una regién Tipo |

Los calculos ahora son relativamente sencillos:

1 X 1 X d
sz (f eY/xdy>dx=f x<f eY/x—y>dx
o \Jo 0 0 x

Y
x

u==->du=dy/x

Observa que el cambio de variable y su correspondiente dy quedan justificados porque a “X”
se le considera como a una constante. Continuamos el calculo:

1 X dy 1 y=x
sz X f eY/* — dxzf x(eY/x| _ )dx
0 0 X 0 y=0

e—1 _e—1
> X

I=L1x(e—1)dx=(e—1)folxdx=

Recordatorio: Como se ha indicado ya, una integral tal como la recién calculada integral del
Ejemplo 7:
ff eY/*dA
R

No tiene un orden de integracion preestablecido, se tiene la libertad de escoger el orden de
integracion mas conveniente. En cambio, una integral doble expresada mediante integrales
iteradas tal como:



3 r9
1= f f ycos(x?) dx dy
0 2

y

Ya tiene un orden establecido, en efecto, el orden de integracion se realiza primero con
respecto a la variable “X”, luego con respecto a la variable “y”. Como puede verse
inmediatamente, este orden de integracion nos llevaria a resolver (después de sacar “y” de la
primera integral) la integral:

9
f cos(x?) dx

y2

Una integral que, nuevamente, resulta irresoluble en términos de funciones elementales.
Resulta que antes de intentar mecanismos de calculo més sofisticados (como metodos
numéricos o el uso de algun tipo de software) es posible intentar su calculo por medio de un
cambio en el orden de integracion. En el siguiente Ejemplo 8, ilustramos la técnica estandar
para llevar a cabo este proceso. En términos generales, no hay garantias al respecto de que
esto nos permitira completar el célculo analitico de la integral, pero cabe la posibilidad de
que logremos destrabar la primera de las dos integrales iteradas, y entonces, tengamos la
posibilidad de completar nuestro calculo con mayor comodidad.

Ejemplo 8. (Intercambio del orden de integracion)

Invierte el orden de integracién para calcular la siguiente integral:

3 .9
1= j f ycos(x?) dx dy
0 Jy?

Solucion:

El método en realidad es simple. El intercambio de los limites de integracion se apoya
basicamente en el conocimiento que tengamos de la region de integracion. Empezamos con
la primera integral iterada (en la que estaremos considerando dos dimensiones), para luego
entender el contenido de los limites de integracion de la segunda integral a una dimension.

De esta forma, establecemos para la primera variable de integracion:
x=y%x=9

Deseamos insistir en que en este momento estamos pensando en dos dimensiones, por lo
tanto, x = 9 significa geométricamente una recta vertical y no un punto sobre la recta
numérica. Después la variacion de “y” sobre una dimension, la interpretamos como
0 < y < 9 sobre el propio eje “y”. Con esta informacion, dibujamos la region de integracion
cuyo aspecto es como el de la Figura 19, una region de Tipo II.



1.0 1.0
035 0.3
-y -y
2 4 6 8 2 4 6 8
Figura 19. La region de integracion como Tipo 11 Figura 20. La region de integracion como Tipo |

El intercambio del orden de integracién nos obliga a realizar una “lectura” de la region de
integracion en otro orden. Hemos sombreado la regidn de integracion tal y como leimos los
limites de integracion de la integral original. Ahora, leeremos la misma region, empezando
con “y” para continuar con “X”, lo que nos lleva a considerar la misma region, pero ahora
como region Tipo |.

Sobra decir entonces que para el intercambio de los limites de integracion no basta con
intercambiar los simbolos dxdy de posicion. Seguramente al hacerlo de una manera tan
simplista terminariamos violando alguno de los principios que hemos establecido para el
calculo de integrales dobles. Tenemos:

3 9 9 Vx
I = f f ycos(x?) dx dy =f f ycos(x?) dy dx
0 Jy2 0 Jo

Esto ha sido asi porque la informacion x = y? la hemos reinterpretado como y = /x.

Estamos, en efecto, cambiando nuestra interpretacion inicial de una regién Tipo Il a una de
Tipo I. Continuando con los célculos, hallamos:

9 ~Vx 9 Vx
1= f f ycos(x?) dy dx = f cos(xz)f y dy dx;
o Jo 0 0

21¥=Vx

9
sz cos(x?) .
0

2
y=

1 9
dx = —f cos(x?)x dx;
2 ),

Si ahora hacemos el cambio de variable u = x? — du = 2x dx. Por lo tanto:



= * = .
5% . coS(Xx x ax 4sen X 07

1 1
I = y (sen81 — sen0) = Zsen81 ~ —0.157472

Ejemplo 9. (Intercambio del orden de integracidn)

Calcula la siguiente integral cambiando el orden de integracion
11
szfe_"2 dxdy
0y

Observa que fe‘xzdx no es integrable por métodos elementales de integracion. El orden
dado considera la region de integracion como region Tipo 11, ver Figura 21.

Solucion:

Al Al

A A
1.0 1.0
0.8 0.8

/ /s
0.6 A 0.6
0.4 | R ———Y .4
0.2 A 0.2 A
- X ) L
02 0.4 0.6 nas8 [0 02 0.4 0.6 08 [0
Figura 21. Regi6n de integracion con formato Tipo 11 Figura 22. Regién de integracion con formato Tipo |

Considerando la regién como Tipo | (ver Figura 22), los limites quedan determinados por:

Integrando:



Ejemplo 10. (Intercambio del orden de integracion)

Calcula la siguiente integral cambiando el orden de integracion

1 1
I =f Jx3sen(y3) dydx
0 x2

Solucién:

Observaque [ sen(y3)dy no es integrable por métodos elementales de integracion. El orden
de integracion dado considera la region de integracién como region Tipo |, ver Figura 23.

A A
1.0 1.0
0.8 0.8
0.6 ﬂ 0.6 —— |
0.4 ‘ 0.4
ha / 0.2

— - s -y
02 0.4 0.6 nas8 [0 02 04 0.6 08 [0
Figura 23. Regioén de integracion con formato Tipo | Figura 24. Regién de integracion con formato Tipo Il

Considerando la misma region como tipo Il (ver Figura 24), obtenemos que los limites de
integracion son: 0< x < ,/y; 0 <y < 1.

Integrando:
1

x4
x3sen(y3) dxdy = fsen(y3) Zl dy;
5 0

O%%l

1
=
0

1
1
] = nyzsen(y?’) dy;
0

B cos(y3)l1 _
B 12 ’
0



1
I = E(l —cos(1)) = 0.0383081
Ejemplo 11.

Calcula el volumen del sélido limitado por los planos coordenados y el plano

3x+2y+z=6
Solucioén:

o

;\

Figura 25. Aspecto del sdlido del Ejemplo 11

La region sobre el plano xy esté limitada por 0 <y < G;j; 0 <x < 1. El volumen del
solido esta dado por:

6—3x
2

2
ff (6 —3x —2y)dydx =6
0 0

Célculo de Areas Planas. Ejemplo

Una aplicacion basica de la integral doble tiene que ver con el calculo de areas planas (esto
sera un enfoque alternativo al ya discutido en integracion de una variable). Lo que
discutiremos a continuacién tiene un mensaje general: aunque el planteamiento inicial de
nuestra discusion sobre integral doble gir6 en torno al céalculo de volimenes, esto no es
limitativo. Como veremos ahora, segun sea lo que integremos es la interpretacién o
aplicacion que logremos. Para lo que sigue consideraremos un caso especial de la funcion
por integrar sobre una regién R. De manera concreta, tomaremos a continuacion como
funcidn por integrar la funcién idénticamente igual a 1 sobre la region R. Si, por ejemplo, R
es una region Tipo |, tenemos:



: y=fkx)

y=g(x)

a—bﬁ

Figura 26. La integral doble para el calculo del &rea de una region plana

HR 1d4 = jab Li:ﬁ dy dx = f:ylgggdx - Jab(f(x) — 9(x)) dx = drea(R)

Por lo tanto:

area(R) = ff 1dxdy
R

Ejemplo 12. (Célculo de areas planas)

Utilice una integral doble para calcular el area de la region limitada por:

y=x%+1, y=2x*-3
Solucion:

Figura 27. Aspecto de la region plana del Ejemplo 12

Igualando las ecuaciones tenemos:

y=x2+1=2x*-3



De donde: x = —2 y x = 2. Laregion se describe como:

2x*—3<y<x?*+1
Entonces, el area de la region es:

2 x%+1 2
Azf f dydx=f(x2+1—(2x2—3))dx
Z2 2x2-3 22
2
A—f(4 2)dx = 4 of 32
= x*)dx = 4x — — 2—3
_2 -

Integral triple. Ejemplos

Es conveniente por las aplicaciones en diversos campos (como el electromagnetismo o la
mecanica) extender el concepto de integracion doble a una dimensién mas, al hacerlo
obtenemos el concepto de triple integral. Las ideas en el fondo son las mismas que se han
descrito para el caso de la integral doble. Lo mas importante en este nivel de ideas continda
siendo la descripcion de regiones de integracion, ahora tridimensionales. Sin embargo, los
principios de descripcion de regiones y la forma como éstos llevan a los limites de integracion
en la integracion mdaltiple siguen siendo los mismos. Por ejemplo, si una region se describe
mediante:

R={(xy,2) €R*gi(x,y) <z < h(x,y),9.(x) <y < hy(x),a < x < b}

Entonces:

I = ffR f(x,y,z)dV = ffR f(x,y,z)dxdydz

No hay orden de integraciéon preestablecido

b ha (%) hi(x,y)
I=j (J <f f(x,y,z)dz)dy)dx
a \Ygz(x) g1(xy)

Los paréntesis sugieren el orden que se ha establecido para el calculo de las integrales
iteradas: primero con respecto a “z”, luego con respecto a “y”; finalmente con respecto a “x”.
Cabe sefalar que, como ocurrio con la doble integral, el orden indicado aqui no es el Gnico
posible.

Ejemplo 13. (Triple integral)

Calcula la integral:

= ] sav



Sobre la region del plano delimitado por:

R={(x,9,2) ER:0<z<4—-x%30<y<30<x<2}
3

20
Figura 28. Regién de integracion (tridimensional) del Ejemplo 13.

Solucidn:

Nuestro céalculo es el siguiente:

2 3 4-x2 2 (3 4—x?
I=f f j xdzdydx=J fo dz dy dx;
0o Jo Jo oo Jo

2 3 2 3
I=j f x(4 — x?) dydx=J x(4—x2)J dy dx;
0 Jo 0 0

2
I=f 3x(4—x2)dx =12
0

Tal y como ocurri6 con la integral doble y el calculo de areas planas, podemos obtener una
interpretacion similar para la triple integral que se relacionara con el calculo de volimenes
de regiones tridimensionales cerradas. En efecto, tenemos:

v = [[] 100 =[] 1asari

Ejemplo 14. (Volumen via triple integral)
Calcule el volumen del sélido limitado por los planos coordenados y el plano

3x+2y+z=6
(Compara con el Ejemplo 11)

Solucién:



Figura 29. Regidn tridimensional cerrada. Calculo de su volumen via triple integral

Despejamos la variable “z” de la ecuacion del plano, obtenemos z = 6 — 3x — 2y. Luego la
recta que se observa sobre el plano “xy” resulta de la interseccion del plano dado con el plano

“xy”, donde z = 0.

Larectaes 3x + 2y = 6. Al despejar “y”, obtenemos como antes 0 < y < %. Por lo tanto:

2 6_2i 6—3x-2y
V(R)=ﬂf 1dV=f J J dz dy dx;
R 0o Jo 0

6—3x

2
V(R)=J;)J;)2 (6—-3x—-2y)dydx =6

Por supuesto, tal y como ocurri6 en el Ejemplo 11, hemos obtenido el mismo resultado. Cabe
la pregunta al respecto de lo que aporta este enfoque para el célculo de un volumen. La
respuesta esta ligada al cambio de coordenadas. Es comin que para muchos sélidos sea mas
simple plantear el calculo de su volumen con el enfoque de una triple integral porque después,
al hacer un cambio de variable, completar el calculo en el nuevo sistema se convierte en una
tarea simple. Esto, sin embargo, no estd comprendido en este enfoque bésico.

Otras aplicaciones: Calculo de la masay centro de masa. Ejemplos

Las aplicaciones de la integral doble o triple distan mucho de limitarse al calculo de areas o
volimenes; ejemplo de esta afirmacion esta en el problema de introduccion a esta unidad.



Cerramos esta unidad con una aplicacion béasica de la mecénica, a saber, el célculo del centro
de masa de una placa delgada, condicion que nos garantiza un enfogque bidimensional. Si en
diversos puntos de la placa con coordenadas x4, x5, ..., x,, estan distribuidas sendas masas
my, m,, ..., My, €ntonces el centro de masa de este sistema es el vector que satisface:

myxs + myx, + -+ myx,

5(’: )?,_ =
2 m,+ my+ ..+ my,

Para generalizar esta idea, supongamos que una masa M se distribuye sobre una region
acotada R. Si ¢ = o(x, y) denota la funcion de densidad, es decir, la masa por unidad de area,
entonces:

M = fL o(x,y) dx dy

El centro de masa se define (hay razones de peso para ello por supuesto), mediante las
coordenadas (x, y), donde:

Mf=ff xo(x,y)dxdy
R

My = ff yo(x,y) dx dy
R

Cuando la funcién de densidad de masa o es constante, el centro de masa (x,y) se llama
centroide de la regién R.

Ejemplo 15. (Centro de masa)
Una region plana R (delgada) tiene una forma como la que se muestra en la siguiente Figura
30 (sombreada), limitada por y = 0;x = 1;y = e?*;x = 0. Si la densidad de la placa es

proporcional a la distancia con respecto al eje x, determina la masa y el centro de masa de la
placa.

4 |/

0.2 0.2 04 06 08 10 12

Figura 30. Calculo del centro de masa de una regién plana delgada



Solucién:

Que la densidad de la placa sea proporcional a la distancia con respecto al eje x, significa que
o(x,y) = ky. Por lo tanto, la masa es:

M = ff o(x,y)dA = ff kydydx
M = k.j-l 2

De manera semejante se realizan los siguientes calculos:

— 52X k
x=—f 4"dx——(e -1)
2 Jo

1
k
Mfzkf f xydydx =—(1+ 3e?)
o Jo 32

1 er 1 ezx k
M37=kf f yydydx=kj j y2dydx =—(e®—1)
0 Jo 0 Jo 18

Por lo tanto,

k
351 +3e"M) 1436t 076866
X = = =~ .

1k—8(e6 -1 4f-1)

= ~ 3.337

}7:

Ejercicios y problemas

En los ejercicios 1-4, elabora el dibujo de la region limitada por las curvas indicadas, luego
describela.

1. y=—-xy=2—x?
Respuesta: R = {(x,y)eR?: —x <y <2-—x%,-1<x <2}
2. y=0,y=x—-2, y=+x

Respuesta: R = {(x,y)eR*:y2 <x <y +2,0<y <2}



3. x2—y=0x+y—-2=0
Respuesta: R = {(x,y)eR*: [y <x<2-y,0<y <1}
4, y=arccosx,x =0,y=1

Respuesta: R = {(x,y)eR?: arccosx <y <1,—1 < x < 0}

Para los ejercicios 5-7 calcula las siguientes integrales.

1
5. [ [, dydx

Respuesta: %

6. [, [)7(x +y)dxdy
Respuesta: 14

7. f: focose psend dpdo
Respuesta: §

8. Calcula [[(x* +y?)dA, donde R={(x,y):1<y<x*1<x<2}.
R

Respuesta: I =1006/105

1 (1
9. Encuentra el valor de HI X= y3 dy}dx.
o o (X+Y)

Respuesta: I = %

e In(x)

10. Determina j jydydx.
10

Respuesta: I = (e —2)/2

3[4y
11. Dadaj J'(x + y)dxdy. Calcula el valor de la integral.
0 1

Respuesta: I = 241/60



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Halla ffR dA siendo R la region del primer cuadrante limitada por la parabola cibica

y? = x3 ylarectay = x. Larectay la parabola se cortan en los puntos (0,0) y (1,1),
que son los valores extremos de x e y en la region R.

1
Respuesta: —
10

. 2 1-cos6
Encuentra el valor de la integral | " Jo r3cos?6 drdé.

49
Respuesta: 7

Encuentra la integral de la siguiente funcion xcos(x + y), sobre el triangulo cuyos
vértices son (0,0), (w,0), (w, 7).

-3
Respuesta: —

Determina la integral de la siguiente funcion sobre la region indicada f(x,y) = x?;
sobre la region limitadapory = x, y =2x, x = 2.

Respuesta: 4

Halla [f, dA siendo R la region comprendida entre y = 2x & y = x?, situada a la
izquierda de x = 1.

Respuesta: %

Halla [f, x*dA siendo R la region del primer cuadrante limitada por la hipérbola
xy=16ylasrectasy =x,y=0& x = 8.

Respuesta: 448

Halla fol fggyexzdxdy invirtiendo, previamente, el orden de integracion.

Respuesta: %(e9 -1

5 e5><
Invierte los limites de integracion en la siguiente integral I I f(x, y)dydx.
00
15 e”® 5
Respuesta: ”f(x, y)dxdy+j J'f(x, y)dxdy
00 1lny/5

2 4
Intercambia del orden de integracién para calcular ”ycos(xz)dxdy.
0 y?

Repuesta: I = sen(16)/4



21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Determina el volumen del sélido limitado por las superficies: x> +y* =16 &
x> +2°=16.

Respuesta: V = 10%

Encuentra por integracion doble el volumen del tetraedro limitado por y los planos
coordenados (supon que a, b y ¢ son positivos).

T4l ion
a b ¢

<

abc

Respuesta: V = —

Encuentra el volumen de la region limitadapor z=x>+y% z=0,x=-a,X = a,
y=-ay=a.

Respuesta: V = 8a*/3

Halla el volumen del espacio comprendido debajo del plano x + z = 2, arriba de
z = 0 y adentro de x% + y? = 4.

Respuesta: 8n

Determina el volumen limitado arriba por x + z = 4, abajo por z = 0 y lateralmente
por y? = 4x.

512
Respuesta: S

Determina el volumen del sélido encerrado por el elipsoide con ecuacion:

Respuesta: V = 4?” abc

Halla el valor de la siguiente integral:
1 p1-x (2—X
j J f xyz dz dy dx
0 J0 0

Calcula el valor de la siguiente integral:

/2 ;1 2
J J szzsenedzdpdé?
o JoJo

13
Respuesta: —
240

Respuesta: g



29. Determina el valor de la siguiente integral.

n /4 rsecd
f f f sen2¢ dp d¢ dO
0 0 0

Respuesta: (2 —V2) &

30. Halla la triple integral de la funcion f(x,y, z) = z extendida a la region R del primer
octante limitada por los planos y = 0;z=0;x+y = 2;2y + x = 6 y el cilindro
y2 +z% =4,

26
Respuesta: =

En los Ejercicios 31-34, determina el centro de masa segun la informacién que se
proporcione. En cada caso supon que la densidad es uniforme e igual a 1.

31. La parte del primer cuadrante situada en el disco de radio 1.

Respuesta: ¥ = —; j = —
p X = g’ y =

32. El triangulo cuyos vértices son (0,0), (3,0), (0,5).
Respuesta: (1,5/3)

33. La region encerrada por la parabola y = 6x — x2;y = x.
Respuesta: (g 2)

34. La region encerrada por las parabolas y = 2x — x2;y = 3x? — 6x.

Respuesta: (1, —415)



